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ЧИСЛОВІ МЕТОДИ КВАЗІКОНФОРМНИХ ВІДОБРАЖЕНЬ  
МОДЕЛЮВАННЯ ПОВІЛЬНОГО РУХУ РІДИНИ У ВОДОЙМАХ 
 
Методологію моделювання процесів повільного руху рідин у водо-
ймах, що ґрунтується на заміні реальної течії деяким фіктивним 
квазіідеальним полем з наступним застосуванням наближених чи-
слових методів квазіконформних відображень, узагальнено на ви-
падки збільшення кількості джерел збурення вихідної течії. 
Ключові слова: математичне моделювання, квазіконформні відо-
браження, фіктивний коефіцієнт провідності, гідродинамічна сітка 
руху, числові методи. 
 
Вступ. Посилення вимог до раціонального використання водних 
ресурсів робить задачу удосконалювання моделей руху рідини у во-
доймах все більш актуальною. Значна кількість прісних водойм є мі-
лководними. Рівняння мілкої води у багатьох випадках отримують 
шляхом інтегрування по глибині рівнянь Нав’є–Стокса [1]. У окремих 
випадках також вдаються до «протилежної крайності», коли в осно-
вному течія вважається ідеальною, і лише в околах берегових ліній 
використовують теорію типу примежового шару (див., напр., [2]). 
У роботах [3; 4; 12], при прогнозуванні таких процесів пропону-
ється підхід, що ґрунтується на інтерпретації реальної течії деяким 
фіктивним квазіідеальним (типу фільтраційного) полем із наступним 
застосуванням наближених методів квазіконформних відображень 
[3; 5] та методів ідентифікації параметрів [6], що характеризують, так 
званий, фіктивний коефіцієнт провідності. У роботах [5; 7; 8] в ре-
зультаті зробленого евристичного опису та наступного логічного об-
ґрунтування всіх можливих випадків формування течії в залежності 
від заданих значень додаткового потенціалу на ділянці збурення од-
нієї з граничних ліній течії чотирикутної криволінійної області 
розв’язана проблема неоднозначності нелінійного обернення відпо-
відних крайових задач на конформні відображення з використанням 




розробленої процедури автоматизованого вибору відповідного випа-
дку. На цій основі запропоновано постановки крайових задач на 
конформні відображення при невідомому значенні додаткового по-
тенціалу на ділянці збурення однієї з граничних ліній течії за відо-
мою структурною схемою формування течії як задач на оптимізацію 
та керування. Розроблено метод розв’язання такого роду задач, що 
дає можливість будувати динамічну сітку, знаходити лінії розділу те-
чії та обчислювати різного роду відповідні перетоки (втоки, витоки), 
який апробовано для окремих проміжних та ключових випадків, зок-
рема, при умові відсутності стоку з ділянки збурення. Відповідну ме-
тодику постановки та чисельного наближення розв’язку перенесено 
на випадки нових крайових задач на конформні відображення із по-
тенціалом керування у тризв’язних, обмежених еквіпотенціальними 
лініями, областях. 
У даній статті йдеться про узагальнення запропонованої в ро-
ботах [3–5; 7; 8] методології для моделювання такого роду процесів 
за умови збільшення кількості додаткових джерел (втоків та витоків) 
збурень вихідної течії. 
Загальна постановка завдання. Розглянемо процес руху рідини 
в однозв’язній криволінійній водоймі (області) 
1 1 2 2 3 3=zG ABM N M N M N CD  (рис. 1, а), обмеженiй чотирма кусково гла-
дкими кривими ( ){ }1 1 2 2 3 3 3: =0BM N M N M N C z x iy f x,y= = + =   







x y p x
=









( ){ }1: =0AB z f x, y= , ( ){ }2= : =0CD z f x, y , де 1ijp  і 2ijp  – коефіцієнти ві-
дповідних многочленів, що знаходяться на основі експерименталь-
них даних шляхом інтерполяції. Тут еквіпотенціалі 
1 1 3 3 2 2, ,M N M N M N BC∈  – лінійні джерела (відповідно втоки та витік) 
збурення вихідної течії, породженої лініями течії BC  та AD  і еквіпо-
тенціальними лініями AB  та CD ; *
*
, , , ,K K K K K o%
%
 – характерні точки 
ліній розділу течії (які на даному рисунку зображені жирними лінія-
ми, а штрихованими – еквіпотенціалі, що проходять через дані точ-
ки). 
Задача полягає в побудові динамічної сітки, знаходженні поля 
швидкостей, розрахунку ліній розділу течії, а також величин перето-
ків та сумарної витрати. 
Припускаємо, що переміщення водяних мас можна розглядати 
як деяку фіктивну квазіідеальну течію в області zG  [3; 4], тобто що 
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v gradκ ϕ= ⋅r , 0divv =r , де ( ) ( )( ), , ,x yv v x y v x y=r  – швидкість течії, 
( ),x yϕ ϕ=  – квазіпотенціал поля такий, що 
1 1 2 2 3 3
0
BM N M N M N C AD
d d d d d
dn dn dn dn dn
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ




0M Nϕ ϕ= , 2 2
0
M Nϕ ϕ= , 3 3 00M Nϕ ϕ=  ( )0 ** 0 00ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ< < < < , nr  – зовні-
шня нормаль до відповідної ділянки границі даної області [5], 
( 1 3 1 6, , ,..., , ,..., ,a aκ κ ϕ ψ α α=  )1 6 1 6 1 6 1 6,..., , ,..., , ,..., , ,..., ,...b b c c d d f f  –
 фіктивний коефіцієнт провідності, де ( ),x yψ ψ=  – функція течії (див. 




        a)     б) 
Рис. 1. Фізична область 1 1 2 2 3 3ABKM N M N KM N CD%
%
 (а) та відповідна об-
ласть квазікомплексного потенціалу із дволистою ділянкою  
(зображено темнішим кольором) (б) 
 
Результати досліджень. Ввівши функцію течії ( ),x yψ , компле-
ксно спряжену до функції ( ),x yϕ , аналогічно до [9], приходимо до 
задачі на квазіконформне вiдображення ( ) ( ) ( ), ,z x y i x yω ω ϕ ψ= = +  
фізичної областi zG  на відповідну область комплексного квазіпо-
тенцiалу Gω  (рис. 1, б) [5]: 
, ,




CDϕ ϕ= , 1 1 0M Nϕ ϕ= , 2 2
0
M Nϕ ϕ= , 3 3 00M Nϕ ϕ= ,
1 1 2 2 3
0
* * 0 * 00, , ,AD BM N M N MQ Q Q Q Q Qψ ψ ψ ψ= = = + = + − , 
2 3
0 *
* 0 00N M Q Q Q Q Qψ = + − + = , 





*, 0, 00Q Q Q  – потоки, що входять в область zG  через ділянки AB , 
1 1M N , 3 3M N  відповідно, 
0Q  – потік, що виходить із неї через 2 2M N , 
*Q  – сумарний потік, що виходить з області через CD  (величини 
* 0 00, , ,Q Q Q 0,Q *Q  шукаються в процесі розв’язання задачі). 
Коефіцієнт κ  (виходячи з умов, що, зокрема, забезпечують його 
близькість до нуля вздовж берегових ліній) представимо у вигляді: 
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a b c d f
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Q Q Q Q Q Q Q
Q Q Q Q Q Q Q
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a b c d f
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a b c
ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ
ϕ ψ
α α ψ ψ
α ψ ψ
ϕ ψ
ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ
ϕ ψ
ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ
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+ + + +
∈
+ − + − + − + − +
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d f при G G
a b c d f
при G
ϕ ϕ ψ
ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ
ϕ ψ
+ + ∈∂ ∪ ∂







де параметри ( ),ra ϕ ψ , ( ),rb ϕ ψ , ( ),rc ϕ ψ , ( ),rd ϕ ψ , ( ),rf ϕ ψ  
( 1,...,6r = ), ідентифікуватимемо, виходячи з додаткових систем рів-
нянь, які формуються з міркувань його гладкості у досліджуваній об-
ласті тощо, при умові, що 0α , 1α  та 2α  задані. Тут  
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1 * * *= ;0 ; < ,2 2
Q QG Qϕ ϕ ϕ ψ ϕ ϕ ϕ ψ   < < < < ∪ < < <   





2 0 * * 0= ; 2





0 * *; < ,2
QQ Qϕ ϕ ϕ ψ ∪ < < < + 
 %   
0
0 0
3 * 0 * 0= ; ,2






4 * 0 *= ; < < ,2 2
QQG Q Q Qϕ ϕ ϕ ψ < < + − + 
 
% %  
0 0
5 * 0 *= ; ,2







6 00 * 0 00
0




QG Q Q Q Q
Q Q Q Q
ϕ ϕ ϕ ψ
ϕ ϕ ϕ ψ
 
< < < − − + < ∪ 
 






7 * 0= ; ,2
QG Q Q Qϕ ϕ ϕ ψ < < < < + − 
 
% %  
* 0 0 00
8 * 0 * 0= ; ,2
QG Q Q Q Q Q Qϕ ϕ ϕ ψ < < + − < < + − + 
 
% %  
0*
9 * 0= ; .2





У роботі [5] обґрунтовано доцільність переходу від прямої зада-
чі (на квазіконформне відображення zG  на Gω ) до оберненої. Обер-
нену нелінійну крайову задачу на квазіконформне відображення 
( ) ( ) ( )= , + ,z z x iyω ϕ ψ ϕ ψ=  області Gω  на zG  при невідомих ϕ
%
, ϕ% , 
*
Q , 
0Q , 00Q , 0Q , *Q , аналогічно до [3–5], зводимо до розв’язання системи 
еліптичних рівнянь:  
                           
( ) ( ) ( ), ,... , , ,... , ,x y x y Gϕ ψ ψ ϕ ωκ ϕ ψ κ ϕ ψ ϕ ψ′ ′ ′ ′= = − ∈    (2) 
за умов: 




( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )




3 * * *
3 * * 0
, , , 0, 0 ,
, , , 0, 0 ,
, , , 0, ,
, , , 0, ,
f x y Q
f x y Q
f x Q y Q
f x Q y Q
ϕ ψ ϕ ψ ψ
ϕ ψ ϕ ψ ψ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ










( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )
3 0 0 * * 0
0
3 * 0 * 0 0
0 0 0
3 * 0 * 0
0 0








, , , 0, ,
, , , 0, ,
, , , 0, ,
, , , 0,
,
, , , 0, ,
, , , 0, ,
,0 , ,0 0,
f x y Q Q Q
f x Q Q y Q Q
f x y Q Q Q Q Q
f x Q Q Q y Q Q Q
f x y Q Q Q Q
f x Q y Q
f x y
ϕ ψ ϕ ψ ψ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ψ ϕ ψ ψ
ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ
ϕ ψ ϕ ψ ψ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ
= ≤ ≤ +
+ + = ≤ ≤
= + − ≤ ≤ +
+ − + − =
≤ ≤










, 2 3N Mϕ ∈%  – значення квазіпотенціалу в шуканих точках 
«призупинки» течії. 
Залежно від значення параметрів 00 00, ,ϕ ϕ ϕ  
( 0 *
* 0 00ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ< < < < ) можливі різні випадки формування течії в zG , 
а отже, і області комплексного квазіпотенціалу Gω , зокрема поло-
ження точок 1K BM∈
%
 та 2 3K N M∈%  [5; 12]. На рис. 1 зображено най-
більш природний із них. Його особливістю є також те, що відповідна 
область квазікомплексного потенціалу Gω  є дволистою (рис. 1, б). 
Для запису різницевого аналогу задачі (2) – (3) здійснимо побу-
дову сітки у області Gω , вузли ( ),i jϕ ψ  якої визначаються наступним 
чином: 
( ) ( ) ( )* 1 4* 1 1 1
1
, , 1 , , , ,i i ji при i m G G
m
−




ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ψ  
2 2 2
2
, , 1 ,i i при i m
m
−





ϕ ϕ ϕ ϕ  
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( ) ( ) ( ) ( )2 5 8, , , ,i j G G Gω ω ωϕ ψ ∈  
( ) ( )* 33 3 3
3
, , 1 , , ,i i ji при i m G
m
−





ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ψ  
( ) ( )0 70 4 4 4
4
, , 1 , , ,i i ji при i m G
m
−




ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ψ  
( ) ( ) ( )0 6 95 5 5
5
, , 1 , , , ,i i ji при i m G G
m
−





ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ψ
( ) ( )* 100000 6 6 6
6
, , 1 , ;i i ji при i m G
m
−
= + ∆ ∆ = ≤ ≤ ∈%
%
ω
ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ψ  
( ) ( )0 3* 01 1 1
11
, , 1 , , ,lj i j
l




= ∆ ∆ = ≤ ≤ ∈%
%
U ωψ ψ ψ ϕ ψ
0
0 0
* 0 2 2 2
2
, , 1 ,j
Q QQ Q Q j при j n
n
−
= + − + ∆ ∆ = ≤ ≤ %
%
ψ ψ ψ  









( ) ( )90* 3 3 3
73
, , 1 , , ,lj i j
l
QQ j при j n G
n
=
= + ∆ ∆ = ≤ ≤ ∈%
%
U ωψ ψ ψ ϕ ψ  
* 0
0 * 0
* 0 4 4
4
, ,j
Q Q Q QQ Q Q j при
n
− − +
= + − + ∆ ∆ =
%
ψ ψ ψ  
( ) ( )1041 , , ,i jj n Gωϕ ψ≤ ≤ ∈%  
де 1 1 2 1m m m= + +% , 2 3 1m m= −% , 3 4 5 1m m m= + +% , 4 2 1m m= +% , 5 4 1m m= +% , 
6 2 1m m= +% , 1l ln n= +%  ( )1,..., 4l = , 1 2 3 4 5 6, , , , ,m m m m m m  – параметри ро-
збиття підобластей. 
Різницеві аналоги рівнянь (2) у сітковій області Gγω  запишемо у 
вигляді [10]: 
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 
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∆  ′+ + − 
 ′

− − − =

,            (4) 
де ( ) ( ), ,li j i jx x ϕ ψ= , ( ) ( ), ,li j i jy y ϕ ψ= , ( ), , ,...i j i jκ κ ϕ ψ= , ( ) ( )( ) ( ), ,,l l li j i j zx y G∈ ; l , 
i , j , s  – індекси, які визначають належність до певної підобласті. 







1 2 1 2
1 2 1 2
1
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1 0, 0, 1
(4) (4)
1 0, 0, 1 1 2
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( ) ( )
4 ,0 ,0
0, 0 ,





f x y i m l
= ≤ ≤
= ≤ ≤ =
   .           (5) 
Різницеві аналоги умов ортогональності для уточнення вузлів 
на границі області запишемо з використанням лівих та правих різни-
цевих схем у вигляді [1; 9]: 
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Координати точки K%  знаходитимемо із міркувань неперервнос-
ті функції швидкості v gradκ ϕ= ⋅r  в області zG  та на її межі. 
Квазіконформний інваріант ( )lγ  ( )1,10l = , аналогічно до [5], у 
кожній з підобластей криволінійного чотирикутника zG  визначимо 
на підставі умови «квазіконформної подібності в малому» відповід-
них чотирикутників: 
                  
,
( ) ( )
,
, 0 1 1
,
2 2









= ∑ ,                                  (7) 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,1, 1, 1, 1 , 1 1, 1 , 1
2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )




l l l l l l l l
i j i ji j i j i j i j i j i j
l l l l l l l l
i j i ji j i j i j i j i j i j
x x y y x x y yl
i j
x x y y x x y y
γ + + + + + + + +
+ + + + + + + +
− + − + − + −
− + − + − + −
=




i j i j i j i j
i j
κ κ κ κ




де , ,l s p
 
– індекси, які визначають належність до певної підоблас-
ті. 
Алгоритм розв’язання цієї задачі полягає у почерговій параме-
тризації величин ( ) , 1,10l lγ = , граничних і внутрішніх вузлів сіткової 
області zG
γ  та використанні ідей методу блочної ітерації [10]. А саме: 
задаємо границю фізичної області 1 1 2 2 3 3zG ABM N M N M N CD= ; зада-
ємо координати точок 1 1 2 2 3 3, , , , ,M N M N M N  на границі zG∂ , зна-
чення параметрів розбиття сіткової області Gγω : 1 2 3 4, , , ,m n n n n  
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Задаємо початкові наближення коефіцієнта фіктивної провід-
ності ( ), ,... 1κ ϕ ψ = , координат граничних вузлів (так, щоб виконува-
лись рівності (3)) та координат внутрішніх вузлів. За формулами (7) 
знаходимо ( ) , 1,10l lγ = . 
Визначаємо кроки розбиття Gγω  та знаходимо чергові набли-
ження невідомих величин ϕ
%
, ϕ% , 
*
Q , 0Q , 00Q , 
0Q , *Q  при поточному 
значенні величин ( ) , 1,10l lγ = .  
Наступне наближення коефіцієнта фіктивної провідності отри-
муємо із формули (1) . 
За (4) – (7) проводимо уточнення координат внутрішніх та гра-
ничних вузлів. Для знаходження точок розділу підобластей викорис-
товуємо умови 1 3* m m
ϕ






, при невиконанні яких 
корегуємо 3m , 5m . Перевіряємо виконання умов зупинки ітераційного 
процесу. У разі їх невиконання знову переходимо до визначення 
кроків розбиття Gγω , інакше – обчислюємо нев’язку конформності ε∗ , 
витрати 
*
Q , 0Q , 00Q , 
0Q , *Q , значення потенціалів ϕ
%
, ϕ%  на ділянці 
1 1 2 2 3 3ABM N M N M N CD , координати точок розділу течії ( ),K K x y=
% % % %
 і 
( ),K K x y=% % % %  та розраховуємо поле швидкостей ( ), ,...v gradκ ϕ ψ ϕ= ⋅r . 
Наведемо результати числових розрахунків при наступних да-
них: 
*
0ϕ = , 0 1ϕ = , 0 3ϕ = , 00 9ϕ = , * 10ϕ = ; 0 0.01α = , 1 0.2α = , 2 0.1α = ; 
100m = , 0 20n = , 1 30n = , 2 30n = , 3 10n = ; 
( )1 , 1.0768230769 600.61538462f x y y x= + − , ( )2 , 0.375 330.625f x y y x= − − , 
а ( )3 ,f x y  і ( )4 ,f x y  описуються кубічними сплайнами за заданою на 
рисунку сукупністю точок. На рис. 2 зображено розраховані гідроди-




намічну сітку та поверхню швидкостей. 
  
 а)         
    б) 
Рис. 2. Гідродинамічна сітка (а) та відповідна поверхня швидкостей (б) 
 
Крім того, обчислено параметри 2.9Kϕ =
%
, 5.2Kϕ =% ; 
( ) ( ), 432,348.3K x y =
% % %
, ( ) ( ), 199.5,323.3K x y =% % % ; * 4.46Q = , 0 0.71Q = , 
00 2.15Q = , 0 3.36Q = , * 1.82Q = . 
Висновки. Методологію моделювання процесів повільного руху 
рідин у водоймах, що ґрунтується на інтерпретації реальної течії де-
яким фіктивним квазіідеальним (типу фільтраційного) полем з насту-
пним застосуванням наближених методів квазіконформних відобра-
жень, узагальнено на випадки збільшення кількості джерел збурен-
ня вихідної течії. Якщо природна течія не є близькою до ідеальної, то 
у низці випадків одержані розв’язки можуть використовуватися в 
якості нульового наближення шуканого поля (комплексного квазіпо-
тенціалу, швидкості тощо). 
Запропонований підхід дає можливість відшукання ліній розді-
лу основного та додаткового потоків, враховує фізичні аспекти про-
цесу руху водяних мас, зокрема описаний вище фіктивний коефіці-
єнт провідності забезпечує близькість величини швидкості до нуля 
поблизу берегових ліній. При цьому забезпечується можливість за-
дання окремих ділянок берегових ліній масивами точок (з подаль-
шою інтерполяцією межі області деякими сплайнами, що є актуаль-
ним для реальних об’єктів із сильною хвилястістю їх меж). 
Особливістю розробленого алгоритму є можливість зупинки 
процедури обчислень при виконанні лише деяких із умов закінчення 
процесу з автоматичним визначенням тих ділянок фізичної області 
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фільтрації, де мають місце похибки більші заданої точності набли-
жень відносно інших умов, що дає змогу економніше використовува-
ти машинний час. Це є актуальним, зокрема, у зв’язку із виявленням 
так званих «застійних зон» та «зон великих градієнтів», що виника-
ють поблизу особливих точок негладких берегових ліній. Також у ал-
горитмі передбачено можливість зміни місця положення ділянки 
збурення потоку. 
У перспективі розв’язання задачі знаходження граничних по-
тенціалів (що характеризуються, наприклад, потужностями насосів) 
за відомими витратами та різного роду умовами керування та опти-
мізації, а також розв’язання оберненої задачі на знаходження деяко-
го усередненого значення фіктивного коефіцієнта провідності та па-
раметрів, що його характеризують. Можливе розширення моделей, 
зокрема, класу функцій, що описують фіктивний коефіцієнт провід-
ності за рахунок врахування впливу вітру на зміну швидкості течії, 
кількості опадів, випаровування, зміни температурного режиму во-
дойми тощо. Також актуальним є моделювання процесів охолоджен-
ня у водоймах з урахуванням конвективно-теплової взаємодії. 
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NUMERICAL METHODS OF QUASICONFORMAL MAPPINGS FOR  
MODELING THE SLOW TRAFFIC OF FLUID IN THE RESERVOIR 
 
Methodology for modeling processes slow fluids in reservoirs based 
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using approximate numerical methods quasiconformal mappings, 
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ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ КВАЗИКОНФОРМНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ  
МОДЕЛИРОВАНИЯ МЕДЛЕННОГО ДВИЖЕНИЯ ЖИДКОСТИ В  
ВОДОЕМАХ 
 
Методологию моделирования процессов медленного движения 
жидкостей в водоемах, основанную на замене реального течения 
некоторым фиктивным квазиидеальный полем с последующим 
применением приближенных численных методов квазиконформ-
ных отображений, обобщенно на случаи увеличения количества 
источников возмущения исходного течения. 
Ключевые слова: математическое моделирование, квазиконформ-
ные отображения, фиктивный коэффициент проводимости, гидро-
динамическая сетка движения, числовые методы. 
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